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O que nao e possivel expressar em Logica Proposicional?

e Todo tricolor ¢ um campeao. Roberto ¢ tricolor. Logo
Roberto ¢ um campeio.

e A adi¢ao de dois nimeros impares quaisquer ¢ um nimero
par.

* Acesso a esse recinto € permitido somente para as pessoas
autorizadas ou conhecidas de pessoas autorizadas.

Por qué?
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Logica Proposicional

 Fbf's proposicionais tém uma possibilidade limitada de
expressao.

Ex: Sdcrates € homem.
Todo homem é mortal.

Logo, Socrates € mortal.

v Intuitivamente, podemos ver que esse argumento é valido.
A formalizacao desse arqumento resultaemp Aq—r

v" E como mostrar que a conclusido r € uma consequéncia légica
das premissas p e q.

v' A validade do argumento depende do significado da palavra
todo, que nao pode ser expresso na logica proposicional.

AN

Logica de Predicados ou logica de 12 ordem
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Sintaxe da Logica de Predicados

As fbf’'s da logica de predicados € composta por:

« Conectivos Logicos

< X X X X
1< >

<>

« Objetos
* Predicados
 Variaveis

e Quantificadores
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Objetos e Predicados

» Objetos:

v Concretos

> Ex: esse livro, a lua

v" Abstratos

»  Ex: conjunto vazio, a paz
v" Ficticios
»  Ex: unicornio, Saci Pereré

« Também podem ser:
v" Atdbmicos ou compostos

» Ex: um teclado é composto de teclas.
Um objeto pode ser qualquer coisa a respeito da qual precisamos dizer algo.

Por convencdo, nomes de objetos sdo escritos com inicial mintscula e

assumimos que nomes diferentes denotam objetos diferentes.
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Objetos e Predicados

Um predicado denota uma relacao entre objetos de um determinado
contexto de discurso.

Figura 1. Blocos empilhados sobre uma mesa.

v' podemos dizer que o bloco a esta sobre o bloco b usando o predicado
sobre e escrevendo Sobre(a, b);

v’ para dizer que o bloco b é azul, podemos usar o predicado cor e
escrever Cor(b, azul);

v’ para dizer que o bloco b é maior que o bloco ¢, podemos usar o
predicado maior e escrever Maior(b,c)

« Por convencao, nomes de predicados s3ao escritos com inicial
maiuscula.
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Variaveis e Quantificadores

Figura 1. Blocos empilhados sobre uma mesa.

v' Grande parte da expressividade da légica de predicados é devida ao uso
dos conectivos logicos, que nos permitem formar sentegcas complexas a

partir de sentencas mais simples.

» Ex: podemos dizer que o bloco a esta sobre o bloco b e que este
esta sobre a mesa escrevendo:

Sobre(a, b) A Sobre(b, mesa)
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Variaveis e Quantificadores

v O que realmente torna a légica de predicados mais expressiva
que a logica proposicional € a nocao de variaveis e
quantificadores:

» usando variaveis, podemos estabelecer fatos a respeito de objetos
de um determinado contexto de discurso, sem ter que nomear
explicitamente esses objetos (por convencao, nomes de variaveis
sao escritos com letra minuscula);

» usando o quantificador universal (V), podemos estabelecer fatos a
respeito de todos os objetos de um contexto, sem termos que
enumerar explicitamente todos eles; e, usando o quantificador
existencial (3) podemos estabelecer a existéncia de um objeto sem
ter que identificar esse objeto explicitamente.
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Variaveis e Quantificadores

Figura 1. Blocos empilhados sobre uma mesa.

« Podemos dizer que todo bloco esta sobre alguma coisa
(bloco ou mesa) escrevendo:

V x[Bloco(x) — 3y [Sobre(x, y )]]
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Quantificadores e Predicados

“Para todo x, x > 0”

!

Vx (x> 0)

o«

vV, quantificador universal, que se 1é “para todo”, “para cada” ou
“para qualquer”;

v “x > 0", é o predicado e descreve uma propriedade da variavel x,
a de ser positiva;

e Podemos representar alguma propriedade ou predicado nao-
explicitado que a variavel x possa ter. Assim, a sentenca mais geral é:

Vx P(x)
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Quantificadores e Predicados

e Qual valor logico da expressao Vx (x > 0)?

v' Depende do dominio dos objetos sobre os quais estamos nos
referindo, isto é, a colecao de objetos entre os quais x pode ser
escolhido. Essa colecdao de objetos é chamada de conjunto
universo.

v’ Se o conjunto universo consistisse de todos os nuameros
positivos, qual seria o valor logico da fbf?

L Verdadeiro

v" Se o conjunto universo consistisse de todos os niimeros inteiros,
qual seria o valor logico da fbf?

L Falso
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Vx P(x)

« Conjunto universo: todos os livros da biblioteca municipal;
* P(x) € a propriedade de se ter a capa vermelha;

 Vx P(x) diz que todos os livros da biblioteca municipal tém capa
vermelha.

Qual o valor l6gico?

L Falso
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Qual o valor logico da expressao Vx P(x) em cada uma das
iInterpretacOes a sequir:

 P(x) é a propriedade que x € amarelo e o0 conjunto universo € o
conjunto de todos os botbes-de-ouro. mmmp  Verdadeiro

« P(x) é a propriedade que x € amarelo e o0 conjunto universo € o
conjunto de todas as flores. mmm | Falso

« P(x) é a propriedade que x é planta e o conjunto universo € o
conjunto de todas as flores. mmm) Verdadeiro

« P(x) é a propriedade que x € um numero positivo ou numero
negativo e o0 conjunto universo € o conjunto de todos os numeros
inteiros. mmmp | Falso
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Quantificadores e Predicados

“Existe um x tal que x > 0”

I

dx (x > 0)

v’ 3, quantificador existencial, que se 1é “existe”, “h4 pelo menos

)«

um”, “existe algum” ou “para algum”;
e Qual valor logico da expressdao Ax (x> 0) ?
v Depende do conjunto universo;

v" Se 0 conjunto universo contiver um nimero positivo, qual seria o
valor logico da fbf?

L Verdadeiro

v' Se o conjunto universo consistir dos nimeros negativos, qual
seria o valor légico da fbf?

L Falso
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Fbf's predicadas

- Expressdes podem ser construidas combinando-se
predicados com quantificadores, simbolos de agrupamento
(parénteses ou colchetes) e os conectivos logicos da légica

proposicional.

 Uma expressao tem que obedecer regras de sintaxe para
ser considerada uma formula bem-formulada.

« Formulas bem-formuladas contendo predicados e
quantificadores sdo chamados de fbf’s predicadas.
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Fbf's predicadas

Sao construidos a partir destas regras:
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Todo atomo € uma formula da Logica de Predicados;
Se H é formula entao (-H) também é uma férmula;

Se H e G sao formulas, entdo (H v G) também é
formula;

Se H e G sao formulas, entao (H A G) também é
formula;

Se H e G sao formulas, entdo (H - G) também é
formula;

Se H e G sio formulas, entao (H «— G) também é
formula;

Se H é formula e x variavel, entao:

V x (H(x)) e 4 x (H(x)) sao formulas



Quais das formulas abaixo sao fbf’s predicadas?

e P(x)VxA3Ty =) NAO
« Px)VvQ(y) )  SIM
* Vx[P(x) - Q(x)] - S

Vx (3y [Px,y) AQ(x,y)] 2 R(x)) wmmp sim
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Validade

Uma interpretacao para uma expressao envolvendo predicados

consiste em:

a) o conjunto universo ou dominio da interpretacdo precisa
Incluir pelo menos um objeto.

b) A especificacdo de uma propriedade dos objetos no
dominio para cada predicado na expressao.

c) A atribuicao de um objeto particular no conjunto universo
para cada simbolo constante na expressao.

Uma fbf predicada é valida se ela é verdadeira para todas as
interpretacdes possivels.
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Validade

Fbf's Proposicionais

Fbf's Predicadas

Valores Logicos

Verdadeiro ou falso,
dependendo dos valores
|6gicos atribuidos as letras de
proposicao.

Verdadeiro, falso ou talvez (se a
fof toiver uma variavel livre)
sem valor légico, dependendo
da interpretacao.

“Intrinsecamente

Tautologia — verdadeiro para

Fbf valida — verdadeira para

verdadeiro” todas as atribuicOes de |todas as interpretacoes.
valores logicos
Metodologia Algoritmo (tabela-verdade) | Nao existe algoritmo para

para determinar se uma fbf é
uma tautologia.

determinar se uma fbf & valida.
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o VX (P()) > IX(P(X))  wemb | SIM
e« Vx (P(x)) - P(a) ) | SIV
« Vx[P(x) A Q)] < Vx (P(x)) AVx (Q(x)) wmsb| si
o P(x) > [Q) —P(x)]  ==| s

e dx (P(x)) »Vx(P(x)) wmm NAO
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Escopo e Variavel Livre

v “Simbolos de agrupamento”, como parénteses ou
colchetes, identificam o escopo de um quantificador, a
parte da fbf a qual o quantificador se aplica.

Ex: Vx[P(x)AQX)] e Vx(Px))AVX(Q(X))
Vx (P(x) = Ix(P(x)))
3x (P(x)) = vx (P(x))

v' Se alguma variavel ocorre em uma fbf onde nao faz parte
de um quantificador nem esta no escopo de um
quantificador envolvendo a variavel, ela & dita uma
variavel livre.

Ex: Vx(P(x,y) = Q(x,V))
vx (P(x) = 3x(P(x,¥)))
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Logica de Predicados

Um argumento pode ser ser representado em forma
simbolica como:
P1/\P2/\P3/\"'/\Pn_)Q

Onde as fbf's sao construidas a partir de predicados e
quantificadores, assim como de conectivos logicos e simbolos
de agrupamento.

Para um argumento valido, Q tem que ser uma consequéncia

logica de P,, P,,..., P, baseada apenas na estrutura interna do
argumento, e nao na veracidade ou falsidade de Q em qualquer
iInterpretacao particular.
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Logica de Predicados

Em outras palavras, a fbf
P,AP,APsA-AP,— Q

tem que ser valida (verdadeira) em todas as interpretacoes
possiveis.

Usaremos o sistema de regras de deducao para construir uma
sequéncia de demonstracao que parta das hipoteses e chegue
a conclusao.

As regras devem preservar os valores lo6gicos, de modo que se,
em alguma interpretagcao, todas as hipoteses forem
verdadeiras, entao a conclusido também sera verdadeira com
aquela interpretacao.
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Regras de Deducao para Logica de Predicados

As regras de equivaléncia e as regras de inferéncia para a
|6gica proposicional ainda fazem parte da logica de
predicados.

Um argumento da forma
PA(P-Q)—Q

ainda € valido por modus ponens, mesmo que as fbf's
envolvidas sejam predicadas.
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Regras de Deducao para Logica de Predicados

Use a logica de predicados para provar a validade do
argumento
VX (R(x)) AVx (R(x)) = Vx (§(x)) — Vx (5(x))

Uma sequéncia de demonstracgao €:

1. Vx(R(x)) hip (hipbtese)
2. Vx(R(x))—Vx(Sx)) hip (hipotese)
3. Vx(S(x)) 1,2, MP
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Regras de Deducao para Logica de Predicados

« A abordagem geral para provar esses argumentos é:
v’ retirar os quantificadores;
v" manipular as fbf’s sem os quantifcadores, e;
v' depois coloca-los no lugar.

* A novas regras de inferéncia nos fornecem mecanismos
para a retirada e a insercao dos quantificadores.

v’ temos 4 novas regras para:

» retirada de cada um dos quantificadores, o universal (V) e o
existencial (3);

» insercao de cada um dos quantificadores, o universal (V) e o
existencial (3);
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Regras de Inferéncia

De Podemos deduzir Nome/Abrev. da Restricoes sobre o USO
Regra
vx (P(x)) | P(f), onde t € uma variavel | Particularizagao | Se t for uma variavel, ndo deve
ou um simbolo constante. Universal- PU estar dentro do escopo de um
quantificador para t.
Ax (P(x)) | P(t), onde t é uma variavel | Particularizacdo | E necessario que seja a primeira
ou um simbolo constante | Existencial — PE regra a usar t.
nao-utilizado anteriormente
na sequéncia de
demonstracao.
P(x) VX (P(x)) Generalizagao | P(x) ndo pode ter sido deduzida
Universal — GU de nenhuma hipdtese na qual x é
uma variavel livre nem pode ter
sido deduzida, através de PE, de
uma fbf na qual x é uma variavel
livre.
P(x) ou P(a) | 3 x (P(x)) Generalizagao | Parairde P(a) a 3x (P(x)), x ndo

Existencial- GE

pode aparecer em P(a).
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Particularizacao Universal (PU)

» Esta regra diz que podemos deduzir P(x), P(y), P(z), P(a),
de Vx ( P(x)), retirando, assim, um quantificador
universal.

v se P é verdadeira para todos os elementos do conjunto
universo, podemos nomear um tal elemento por um
nome arbitrario de variavel, como X, y ou z, ou
podemos especificar uma constante particular no
dominio, e P ainda € verdadeira para todos esses
elementos.
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Particularizacao Universal (PU)

A particularizacao universal pode ser usada para provar um dos
“silogismos” classicos do filésofo e cientista grego Aristoteles,
que viveu de 384 a 322 a.C. e foi o primeiro a desenvolver um
sistema de logica formal.

v' 0 argumento tem a forma:

» Todo homem é mortal.

» Socrates € homem.

» Logo, Socrates € mortal.
v 0 argumento fica:

» H(x): “x € humano”;

» s: simbolo constante;

» M(x): “x € mortal”.

vx (H(x) — M(x)) A H(s) — M(s)
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Particularizacao Universal (PU)

vx (H(x) = M(x)) A H(s) = M(s)

vx (H(x) - M(x))
H(s)

H(s) = M(s)

M(s)

= W N =
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2, 3, MP
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Particularizacao Universal (PU)

« Sem a restricdo sobre a particularizagcao universal, uma
hipotese da forma Vvx ( 3y (P( x, y))) poderia levar a fbf 3y

(PCy, y);

« Neste caso, a variavel x foi substituida por y no escopo de um
quantificador para y;

 |sso nao é valido.

Ex: Se o0 universo € o conjunto dos numeros inteiros e se

P(x,y) significa “x <y”, ent&o:

v V¥x ( 3y (P(x,y))) é verdade, ou seja, “para todo inteiro
existe um inteiro maior”

v Mas, 3y (P(y,y) é falso, ou seja, ja que “nenhum inteiro
tem a propriedade de ser maior do que si mesmo”.
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« Demonstre o argumento Vx [ P(x) — R(X)] A =R(y) — =P(y)

1. Vx[P(x) = RX)] hip (hipotese)
2. =R(y) hip (hipotese)
3. P(y) > R(y) 1, PU

4. —P(y) 2,3, MT
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Particularizacao Existencial (PE)

« Esta regra nos permite retirar o quantificador existencial.

* A partir de Ix (P(x)), podemos deduzir P(x), P(y), P(z),
P(a), ..., desde que esses sejam essencialmente nomes
ou simbolos constantes novos.

v' se P for verdadeira para algum elemento do conjunto
universo, podemos dar um nome especifico a esse
elemento, mas nao podemos supor nada mais sobre
ele.
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Particularizacao Existencial (PE)

vx [P(x) = Q)] Ady (P(¥))— Q(a)

1. Vx[P(x)- Q(x)] hip (hipdtese)
2. 3y (P(y)) hip (hipotese)
3. P(a) 2, PE

4. P(a) - Q(a) 1, PU

5. Q(a) 3,4, MP

No passo 3, foi dado o nome a ao elemento especifico que tem
propriedade P;

No passo 4, usou-se, entao, PU para dizer que um condicional
que € universalmente verdadeiro no dominio certamente €
verdadeiro para esse elemento a.
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Particularizacao Existencial (PE)

* As ordens dos passos 3 e 4 podem ser trocadas?

v' Se PU tivesse sido utilizada primeiro na hipotese 1 para
se nomear a constante a, nao existiria nenhuma razao

para supor que esse elemento a particular € o que tem a
propriedade P, como na hipotese 2.

O efeito da restricdo sobre a particularizagcao existencial é que
vocé deve, primeiro, olhar todas as suas hipoteses e, se quiser
usar PE em alguma delas, faca-o primeiro.
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Generalizacao Universal (GU)

A generalizacao universal permite que se insira um
quantificador universal.

No entanto, isso precisa ser feito muito cuidadosamente.

« Se soubermos que P(x) € verdadeiro e que x € um
elemento absolutamente arbitrario, isto €, que x pode ser
qualquer elemento no conjunto universo, entao podemos
concluir que Vx (P(x)).

v se supormos que Xx representa algum elemento
especifico no dominio que tem a propriedade P, entao
nao podemos generalizar que todo elemento no
conjunto universo tem a propriedade P.
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Generalizacao Universal (GU)

Vx [P(x) = Q)] A Vx (P(x))— Vx (Q(X))

1. Vx[P(x) - Q(x)] hip (hipbtese)
2. Vx (P(x)) hip (hipotese)
3. P(x)—-QXx) 1, PU

4. P(x) 2, PU

5. Q%) 3,4, MP

6. Vx(Q(x) 5, GU

No passo 4, NOTE que nao existe restricao em PU sobre usar
novamente um mesmo nome;
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Generalizacao Universal (GU)

1. P(x) hip (hipbtese)
2. Vx(P(x)) 1, PU

Uso incorreto da GU, no passo 2;

« X estava livre na hipotese.

Ex: Conjunto universo consiste de todos os carros;
P(x) significa que “x € amarelo”
Algum carro pode ser amarelo, mas certamente nao e
verdade que todos os carros sao amarelos.
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Generalizacao Universal (GU)

1. vx[3y (Q(x, V)] hip (hipotese)
2. Iy QxY)) 1, PU
3. Q(xt) 2, PE
4. vx(Q(x t)) 3, GU

» Uso incorreto da GU, no passo 4;
* Q(x, t) foi deduzido da fbf no passo 2, no qual x € livre usando PE.

Ex: Conjunto universo consiste de todos os numeros inteiros;
Q(x, y) significa que “x +y = 0"
Se t € um inteiro em particular, fixo, ndo € verdade que
somando qualquer inteiro x a t obteremos zero.
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* Demonstre o argumento Vx [ P(x) A Q(x)] = VX[ Q(x) A P(x)]

1. Vx[P(x)AQX)] hip (hipotese)
2. P(x) AQ(x) 1, PU

3. Q(x) AP(x) 2, com

4, Vx[ Q) APX)] 3, GU
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Generalizacao Existencial (GE)

* Permite a inser¢cao de um quantificador existencial;
* De P(x) ou P(a) podemos deduzir 3 x(P(x));

« Se algo foi nomeado como tendo a propriedade P, logo,
podemos dizer que existe algum elemento que tem a
propriedade P.
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Generalizacao Universal (GU)

Ex: Demonstre o argumento VvV x (P(x)) — 3 x (P(x))

1. vx (P(x)) hip (hipotese)
2. P(x) 1, PU
3. Ix (P(x)) 2, GE

« Sem a restricdo sobre a generalizacao, de P(a, y) poderiamos deduzir
3y (P(y, y));

» Avariavel quantificada, y, que foi colocada no lugar do simbolo constante
a, ja havia aparecido na fbf a qual se aplicou a generalizagao existencial;

 Mas, o argumento P(a, y) — 3y (P(y, y)) nao é valido.
Ex: conjunto universo: numeros inteiros

se P(x, y) significa “y > x” e a representa o numero 0 entdo, se y > 0, isso
nao significa que existe um inteiro y que € maior do que si mesmo.
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 Use a logica de predicados para prova o argumento:
VX[ P(Xx)AQX)] — VX (P(x)) A VX (Q(x))

1. vx[P(x) A Q)] hip (hipotese)
2. P(x) AQ(x) 1, PU

3. P(x) 2, simp

4. Q%) 2, simp

5. Vx (P(x)) 3, GU

6. Vx (Q(x)) 4, GU

7. Vx (P(x)) A VX (Q(X)) 5,06, conj
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Logica de Predicados

« Como extensdao do método dedutivo, podemos inserir uma hipotese
“temporaria” em uma demonstracgao.

« Se alguma fbf T for inserida em uma sequéncia de demonstracao e,
finalmente, uma fbf F for deduzida de T e de outras hipoteses, entdo a fbf
T — F pode ser deduzida das outras hipoteses e, portanto, pode ser
inserida na sequéncia de demonstracao;

[P() = Vy (Qx ¥))] = Vy [P(x) = Q% y)]

1. P(x) - Vy (Qx¥)) hip (hipétese)

2. P(x) hip temporaria

3. Vy(Qx,¥)) 1, 2, MP

4. Q(x,y) 3, PU

5. Px) - Q(xy) retirada da hip temporaria
6. Vy[P(x)—=Q(x y)] 5, GU
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 Use a logica de predicados para prova o argumento:
—[3Ix (A(X))] = VX (= A(X)) — NEGACAO (neg)

L. =[3x(AX)] hip (hipotese)

2. A(x) hip temporaria

3. Ix(AX)) 2, GE

4. A -3Ix (AX)) retirada da hip temporaria
5. =A®X) 1,4, MT

6. Vx(=A®X) 5, GU

—[VXx (A(X))] — 3 x (= A(x)) — NEGACAO (neg)
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 Use a logica de predicados para prova o argumento:
VX[ P(x) vV Q(x)] = =[3x (P(x))] = VX (Q(x))

1. Vx[P(x)V Q(X)] hip (hipotese)
2. =[3x (P(X))] hip (hipotese)
3. Vx (=P(x))] 2, neg

4, —P(x) 3, PU

5. P(x) V Q(x) 1, PU

6. Q(x) 4,5, SD

7. Vx(Q(x)) 6, GU
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1) Afbf vx[P(x) VvV Q(x)] = Vx (P(x)) vV Vx (Q(x)) é valida
ou nao? Explique.

2) Determine o valor légico de cada uma das fbf’s a seguir
onde o conjunto universo € o conjunto dos inteiros.

a) Vx(3Ay (x+y =x))
b) Iy (Vx (x+y =X))
c) Vx(@y (x+y=0))
d) Iy (Vx (x+y =0))
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3) Considere a fbf Vx [y (P(X, ¥)) A y(Q(X, ¥))] = Vx [3Ix
(P y) AQx y))]

a) Encontre uma interpretacao que mostre que essa fbf
nao é valida.

b) Encontre o erro na seguinte “demonstracao” dessa fbf:

vx [y (P(x,¥)) AJy(Q(x, ¥))] hip (hipotese)
vx [ (P(x a)) A (Q(x, a))] 1, PE
vx [Ty (P(x,y) A Q(x, ¥))] 2, GE
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4) Prove que cada uma das fbf’s € um argumento valido.
a) Vx (P(x)) - Vx (P(x) vQ(x))
b) Ax[ A(x) AB(x)] = 3Ix (A(x)) A Ix (B(X))
c) Ix[Vy Q&xy)] - Vy[3Ix QX y))]
d) [P(x) »3x(Qxy))] =3Iy [P(x) - Q% y)]

5) Todo crocodilo é maior do que qualquer jacaré. Samuca é
um crocodilo. Mas existe uma serpente e Samuca nao é
maior do que essa serpente. Portanto, alguma coisa nao é

um jacaré. C(x), J(x), M(X,y), s, S(X).
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